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Part 11

Principe de réfutation et processus de

découverte

3. Introduction

Nous allons examiner dans les parties suivantes, certaines conséquences des théses pop-
periennes, sur les processus de découverte au sein d’une communauté d’agents. En rem-
plagant vérité par corroboration dans la recherche scientifique, la théorie de Popper fait
naitre un nouveau probleme dans le déroulement de la recherche scientifique. En effet, si
la recherche a pu paraitre orientée vers un but préeis, Pobtention d’énoncés vrais, ce but
est placée hors d’atteinte par I'épistémologie poppérienne et du meéme coup, il n’y a plus
aucun indicateur susceptible de déterminer I'arrét dune recherche de maniere certaine. Une
recherche s’arréte quand la théorie est suffisamment corroborée. Mais par rapport A quoi
cst évalué ce suffisamment? La réponse que semble inspirer Popper est que le chercheur
ne peut évalner Uopportunité de 'abandon d’un processus de recherche qu’en fonction de
considérations d'utilité qui prendront en compte notamment des facteurs sociaux et les
intérets personnels. Il serait alors intéressant de voir comment sont liés le développement
des connaissances d'ine communauté et les comportements individuels des agents. Quel
est I'influence, a travers les compromis exploration-exploitation que font les agents, des
parametres sociaux sur le développement de la connaissance?

Selon la vision poppérienne. 'organisation de Pactivité scientifique d'une communauté
suit un schéma relativement simple. Chaque scientifique établit des théories qu'il teste pas
a pas jusqu’a ce qulelle soit réfutée ou qu'elle soit suffisamment corroborée pour mériter
d’etre proposée a la communauté. Ensuite, si elle est acceptée, ¢’est i dire si aucun autre
membre de la communauté n'est capable de la réfuter et si elle présente un interét réel.
cette theorie figure au nombre de Pensemble des théories acceptées par la communauté tant
qu’clle n’est pas réfutée (nous noterons cet enserble C'P pour connaissances publiques). Il
est alors tentant de modéliser ces mécanismes afin d’en voir les conséquences sur Uévolution
des connaissances admises. C’est ce que nous nous proposons de faire.

Nous allons pour cela nous placer dans le cadre d’'une société multi-agents gouvernée par
les regles de la théorie des jeux. Les agents représenteront les scientifiques. Ceux-ci seront
rétribués en fonction de leurs actions. Les gains et les pertes seront des variables réelles.

Pour guider leur actions, les agents chercheront & optimiser leurs gains. Cette regle ne fait
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aucune assertion sur la psychologie des agents, comme on pourrait le penser, au premier
abord . En effet, les gains peuvent faire jouer des aspects non physiquement quantifiables,
tels que la réputation ou des élément culturels. De ce point de vue, la senle chose qu’implique
le principe d’optimisation des gains, est que les individus ont des préférences et sont capables
de hi¢rarchiser les conséquences de leurs actions en fonction de leur état cognitif du moment.
Il serait d’ailleurs possible de considérer des espaces de gains plus compliqués que laxe des
réels, tel un treillis, sur lequel lordre n’est pas total. Ceci permettrait d’avoir des éléments
maximaux non comparables, ce qui serait plus proche d’une situation réelle. Les limites de
cette regle sont donc pour la plupart théoriques et computationnelles.

L’idée est alors de considérer un espace abstrait de théories duquel les agents tirent
des €léments. La validité de chaque théorie ainsi choisie peut étre mise 4 I'éprenve par les
agents qui effectuent des tests, afin de confronter les prédictions de la théorie aux données
empiriques. A tout moment, un agent peut décider de proposer & la communauté la théorie
qui fait l'objet de ses recherches. Suivant les connaissances de la comnmnauté, celle-ci
choisit de reconnaitre la théorie proposée, en I'incorporant au connaissances communes
(CP), et de récompenser Pagent qui propose de G, ou bien de la rejeter et de pénaliser
Iagent de —R. Les agents ont une durée de vie finie, & chaque pas de temps, ils ont la
probabilité 1 — « de cesser toute activité. Si du vivant d'un agent. un autre agent trouve
un contre exemple & une théorie qu'il a proposée, ce dernier gagne R et le premier perd R.
Nous ¢tudierons en particulier, le compromis exploration-exploitation auquel est confronté
Pagent, qui doit choisir entre explorer les théories possibles et les manitres de les tester.
et exploiter les théories qui auront résistées suffisamment longtemps 4 I'épreuve des tests.

Ceci nous ameénera & déterminer la forme d’un comportement, optimal.
4. Présentation du modele

Considérons un espace de théorie @ et un enscmble d’énoncés € de base appartenant &
la réunion des champ d’application des théories considérées. A chague conple (g,e) ePRE
nous pouvons associer une valeur 1 on () selon que la théorie ¢ est on n'est pas compatible
avec 'énoncé de base e. L’ensemble £, des énoncés compatibles avec nne théorie @ sera
alors Iensemble des énoncés de base sur lesquels la théorie vaut 1 . Liensermble & tes
falsificatenrs virtuels de la théorie sera Pensemble des énoncés sur lesquels la théorie vaut 0.
L’ensemble é%-éﬁ‘ des contre-exemples & la théorie sera Pensemble des énoncés qui déerivent
une partie du monde réel et sur lesquels la théorie vaut 0. Il faut remarquer qu'ancune
assertion n'est faite quant a la forme des théories envisagées. Celles-¢i peuvent étre des
énoncés lingunistiques, des équations mathématiques, des schémas. ou quoi que ce soit qui
réponde a Pexigence de Popper a savoir, que ensemble des falsificatenrs virtuels de la
théorie soit non vide. Nous allons dans cette partie rester le plus général possible. Nous

spécifierons quelques paramétres dans la partie suivante. Nous nous placerons dans le cadre
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du calcul des probabilités.
4.1. Préliminaires mathématiques

Avant de commencer une formalisation, nous allons exposer quelques concepts de base

du calcul des probabilités concernant, 'acquisition d’information.

Les tribus. Suivant les conceptions de Popper, un scientifique teste les théories pas
a pas. A partir des informations accumulées, il catégorise I’espace des théories. Clest 3
partir de cette catégorisation qu'il évalue leur valenr. Nous allons donce voir comment il est
possible de traduire mathématiquement ce processus de catégorisation. Pour illustrer ceci,
prenons I'exemple de quelqu'un qui regoit un cadeau w et essaie d’en deviner le contenu
avant de le déballer. L’emballage se présente sous la forme d’une petite boite rectangulaire.
Les couleurs préférées de cette personne étant le bleun et le jaunc, plusieurs possibilités
s'offrent & lui. 11 peut s’agir d’un stylo, jaune ou bleu, ou une montre, jaune ou bleue. Pour
déterminer le contenu, il peut poser comme question 1_ ”est-ce une montre?”, 27 est-ce un
stylo?”, 3. 7est-ce jaune?”. 4 "est-ce bleu?”. L’espace des évenements est ici constitué des
contenus possibles de emballage. Il comporte donc quatre éléments. Le contenu réel w est
a priori aléatoire. Le comportement de la personne est déterminé par I'ordre dans lequel elle
va poscr les deux questions qui permettront de déterminer le contenu. Supposons quelle

décide de poser ses questions dans 'ordre 1,3. Nous avons alors les possibilités suivante:

1. w est une montre. A la premiere question, il reste deux possibilités, montre jaune et

montre bleue . A la deuxieme question toute U'information sur w est disponible.

2. w est un stylo. A la premiere question, il reste deux possibilités, stylo jaune et stylo

bleu. A la deuxieme question toute I'information sur w est disponible.

Nous voyons done qu’a chaque étape, I'état cognitif de la personne est caractérisé par une
collection de catégories disponibles: (montre jaune ou bleue) | (stvlo jaune on bleu), et toutes
les catégories composées & la premiere étape; montre jaune, montre blene. stylo jaune, stylo
bleu et toutes les catégorics composées & la seconde étape. A chaque étape, Uinformation
disponible sur 'objet est donnée par la plus petite catégoric ou classe d’équivalence qui con-
tient Pobjet. Par exemple, siw est une montre, U'information & la premiere étape est (montre
jaune ou bleue). L’acquisition d’information s’interpréte donc comme une catégorisation de
plus en plus fine sur U'espace des événements.

De maniére plus abstraite. & un espace d’éveénement. @ et & un mécanisme d’acquisition
d’information, nous pouvons associer une famille de catégorisations sur @, que nous ap-
pellerons des tribus, et qui seront indexées par le temps. Nous les noterons Bf. Les Bt
seront des collections emboitées de plus en plus fines. d’ensembles engendrés par des classes

- - . - - ! . I
d’équivalence sur . Nous avons ainsi pour t < ¢, B' ¢ BY. A un instant donné L B
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Evolution de l'information en fonction du temps: il est possible de localiser de mieux en

mieux & dans l'espace des événements.

Figure 3:

maximum d’information disponible & propos d’un événement aléatoire w est porté par le
plus petit élément de la tribu B qui le contient. Nous pouvons nous représenter les choses
graphiquement a l'aide de la figure 3. Un espace ® munit d’un processus d’acquisition

d’information engendrant les familles de classes d’équivalence B! sera noté (®, Bt) .

Les temps d’arrét. Au sein d’un processus de recherche, un agent doit déterminer
le moment le plus favorable pour interrompre la recherche et choisir une nouvelle théorie.
Cette décision sera prise en fonction de 'information accumulée qui se trouve étre ici, le
nombre de tests corroborant réalisés, ainsi que le nombre total de tests effectués. Une
stratégie consistera donc & se donner pour chaque type de processus de recherche un temps
d’arret. Ce sont ces temps d’arrét qui détermineront les actions des agents. Leur étude sera
donc essentielle pour comprendre la dynamique de la société.

La notion de temps d’arrét en probabilité étant assez subtile, nous allons I'expliquer plus
en détail. Un temps d’arrét v sur un espace (®, B') est une variable aléatoire sur @ & valeurs
dans N. . Un agent qui tire un élément w € @ acquiert petit a petit des informations sur w qui
lui permettent de se faire une idée quant a sa nature (dans ce qui suit, ’agent tire une formule
et une suite d’expériences et recherche a évaluer le type de la formule). Les informations
disponibles a chaque instant sont représentées mathématiquement par les tribus qui donnent
toutes les catégorisations possibles que peut effectuer un agent sur 'espace des événements.
Le temps d’arrét donne pour tout événement w, le moment n = v (w) o l'agent arrétera

d’accumuler de information. A Vinstant n, ’agent dipose donc de classe d’équivalences
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sur ¢, 'information la plus précise qu’il pourra avoir sur w sera alors la plus petite classe
d’équivalence contenant w, que nous noterons C™ (w). L’agent sait an temps n que w est
I'un des élément de C" (w) et que w posséde de maniére certaine les propriétés communes
aux €léments de cette classe. Ce qu'il faut retenir de tout ceci, c’est qu'a linstant n.
'agent ne peut pas discerner w des autres éléments de C™ (w). En quelque sorte, C™ (w)
est pour lui un point a part entiére dans 'espace des énénements. Mathématiquement, une
variable aléatoire est un temps d’arrét si elle respecte les classes d’équivalences définies par
les différentes tribus. Tout ceci impose une condition sur les temps d’arrét : si pour w € @,
v (w) = n, alors v est égal & n pour tout autre élément de C" (w). Autrement dit, puisque
les éléments de C™ (w) ne sont pas discernables & Uintant n, I'agent est obligé de les traiter
de la méme maniere. Nous obtenons ainsi l'expression mathématique des temps d’arrét:

Soit v une v.a. sur (¢, B"), v est un temps d’arrét si et seulement si:
VneN{w|v(w)=n}eB"

Cette contrainte sur les temps d’arrét fait que ceux-ci ne peuvent pas avoir n’importe
quelle forme. Les agents cherchant les temps d’arrét qui optimisent leurs gains, il nous
faudra déterminer la maniére dont les agents évaluent leur situation & un moment donné,

c’est a dire, les espérances de gain associées aux différentes actions qui s’offrent & eux.
4.2. Notations

Espace des théories.

e ¢ ensemble des théories.

e &, ensemble des expériences possibles. E7%! désignera le sous ensemble de £ des
¢noncés de base décrivant le monde réel.

e [I={m|7:N — &}, cusemble des suites de tests possibles.

e Pourp €@ etee &, ¢(e) € {0,1} sera la compatibilité de ¢ avec expérience e.

o () =& 2 & ensemble des tirages possibles d’évenements aléatoires. Un élément, (i, )

de © sera noté w.
Les théories.

e Pour une théorie ¢, nous noterons % la théorie opposée, celle qui prend pour phénoménes
compatibles les falsificateurs virtuels de ¢

e A chaque théorie, nous pouvons associer ’ensemble des énoncés de base compatibles
avec celle-ci: &,, et les falsificateurs virtuels: &.
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e A Pensemble £, N €™, que nous noterons 1%, nous associerons un réel 6, € [0,1]
représenterant la probabilité pour qu'une expérience du monde réel vienne réfuter

¢. Nous avons donc 6, = ]?E:e:j Nous considérerons que I'ensemble {0} ., est un
ensemble fini. Ceci n’est pas trés contraigant puisque nous pouvons considérer un
nombre de types aussi grand que l'on veut et varier leur concentration autour des
valeurs qui nous intéressent. Dailleurs, si la précision nécéssairement finie des mesures

que nous effectuons dans le monde réel discrétise en fait, le monde phénoménal.

Les 6, étant en nombre fini, nous pouvons les ordonner en une suite croissante (6 )., .

et ensuite classer les théories en types 71, ..., T,. La classe des formules toujours vraies
dans le monde réel sera notée T,. '
la communauté.

e 7 l'age de la communauté

o A la population des agents,

Al = N. Nous poserons r = . ¢’est un indice de la
|
richesse du champ de recherche.

e C'P, connaissances partagées de la communauté : c¢’est Pensemble des théories qui
ont fait 'objet d’une publication. Cet ensemble se subdivise en deux sous ensembles.
Iensemble F' des théories qui ont été prouvées fausses et Pensemble V des théories

acceptées par la société et done considérées comme ”vraies” .

Dans tout ce qui suit, nous noterons pour une variable aléatoirc v, E (v) Pespérance
de v, conditionnellement & I'information disponible au temps ¢ et E (v) l'espérance de cette

variable en absence de toute information.

4.3. Organisation de la communauté

Horizon d’un agent. Chaque agent ayant la probabilité 1 — o de sortir du jeu a

chaque pas de temps, la probabilité qu'il vive pendant ¢ pas de temps & un instant donné

=

(1) =[]

est pp = (1 — a).a'. La durée de vie moyenne d’un agent est done (I =1 ~a)y = ital

Comportement des agents. Chaque agent est caractérisé par une suite infinie H
(P x H)N. C’est Phistoire de agent. H représente dans lordre, toutes les théories que
I'agent, scra susceptible d’¢tudier au cours de sa vie et pour chaque théorie, H donne dans
Pordre, tous les tests que 'agent sera susceptible de lui faire subir. Il ne faut pas étre
trompé par la formalisation, croire que tout est déja écrit. d’avance et que les agents subissent
leur destin. Une des caractéristiques des probabilités étant de considérer toutes les suites
d’évenements possibles, il est équivalent de dire que tout est écrit d’avance ou que les choses

arrivent au fur et & mesure. L’activité d’un agent consiste alors & découvrir son histoire en
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Activité d'un agent:

Les axes horizontaux représentent les processus de recherche successifs associés aux couples (9,7%) . Au dessus de
chacue axe, figurent les résultats des expériences que l'agent est susceptible d'éffectuer. L'agent va en découvrant ces
résultats au fur et 4 mesure qu'il avance dans le processus de recherche. A chague instant 1, il évalue I'espérance de
gain assocife & labandon du processus de recherche pour un autre. Celle-ci est la sorme de l'espérance de gain Z
associée & la théorie étudice et de lespérance de gain associée 4 l'avorce d'in nowvean processus de recherche. Les
coefficients en o sont les taux d'actualisation qui rendent compte du caractére find de la vie d'un agent. En suivant

un cherain (tracé rouge) et en additionnant les divers gains de la forme 7 rencontrés, nous obtenons lespérance de
gain associée a la stratégie considérée. 1'agent cherche le chemin gui maximise son espérance de gam.

Figure 4:

essayant d’en tirer le plus de profit, c’est a dire qu’il découvre une a une les théories qui
figurent dans H, théories qu’il teste pas a pas jusqu’a une profondeur qu’il détermine en
fonction de ses motivations. La vie d’un agent est donc constituée d’un enchainement de
processus de recherche de différentes natures. La nature du processus de recherche dépend
dustatut de la théorie au moment o elle est tirée, ¢’est a dire, si elle est. enti¢rement nouvelle
ou si elle figure déja dans C'P. Chaque type de processus de recherche est caractérisé par
une espérance de gain initiale qui évalue les conséquences d’une recherche guidée par ce
processus. Quand il n’a pas encore choisi de direction de recherche en absence de toute
information, 'agent dispose d’une espérance de gain initiale G.X. G.X représente ce que
peut attendre 'agent de son avenir d’apres les principes qu’il s’est donné pour mener ses
recherches. Nous verrons plus loin pourquoi il est naturel de mettre G en facteur. A tout
moment £, au sein d’un processus, plusicurs actions sont possibles et les agents disposent
d’évaluations Z* des espérances de gains relatives  P'exploitation des informations acquises

lors du processus de recherche en cours. Ceci est illustré par la figure 4.
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Diverses actions possibles. Lors de I’évolution de la communauté. trois sous do-
b}

maines de Pespace des formules évoluent paraléllement. Nous pouvons en effet distinguer:

» L'ensembles C'F des formules qui n'ont pas encore été publiées, en proportion (1 — o)

dans @, caractérisé par la distribution (7;), sur les types. Un processus de recherche

dans ce domaine est caractérisé par une espérance de gain initiale X,.

e [’ensemble V' des formules qui sont reconnues parcequ’elle ont été proposées et non

réfutées, en proportion ol dans @, caractérisé par la distribution (g4, . Un processus

de recherche dans ce domaine est caractérisé par une espérance de gain Xj,

e L'enscmble F' des formules qui ont été réfutées, en proportion o (1 — 0), caractérisé

par la distribution (u), .

Les agents entament des processus se déroulant sur 'échelle de temps ¢ comme suit:

e A chaque pas de temps, un agent & la probabilité 1 — « de sortir du jeu.

e au temps f = 0, la Nature tire aléatoircment un couple w = (p, ) € (®,II), I'agent

est informé du fait que ¢ € CK si c'est le cas. w € H, les point de vie selon lesquels

H est tirée au début de la vie une fois pour toute ou tirée au fur et & mesure de la vie

de lagent sont équivalent. Deux possibilités s’offrent alors:

I.

¢ € CP, il peut décider de retirer une nouvelle formule ou bien entamer un
processus de recherche. Si tel est le cas. il effectue des expériences jusqu’au
temps d’arrét 7 (w) . A une expérimentation effectuée au temps £, Pagent récolte
Vinformation supplémentaire ¢ (7 (t)) € {0.1}. qui indique si la théorie est com-
patible avee les résultats de expérience réalisée. Lorsqu’il décide d’arréter de
chercher il a le choix entre deux possibilités:
(a) proposer ¢ et gagner G au risque de proposer une formmle fausse qui pourrait
lui conter R si quelquun propose un contre-exemple ultérieurement.
(b) Ne pas proposer ¢ et retenir un couple (2, ¢) tel que »(¢) = 0, ce lui perme-
ttra de réfuter ¢ si, a Vavenir, elle est proposée, et de gagner R.
¢ € CK, il peut décider de retirer une nouvelle formule ou bien d’entamer un
processus de recherche. Si tel est le cas, si ¢ € F. il abandonne immédiatement et
tire une nouvelle formule. Si ¢ € V, il essaic de réfuter la théorie en recherchant
un résultat d’expérience incompatible jusqu’au temps d’arrét v (w) . Sil en trouve
un, il gagne R.

A chaque pas de temps, 'agent vérifie qu'il n’a pas 6té accepté dans C'K une formule

dont il connait un contre exemple et le cas échéant, exhibe un contre exemple et gagne R.

L’état des connaissances d’une communauté & un moment donné peut étre représenté
par la figure 5.
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Partition de I'espace des théories: les encadrés désignent les proportions des
différentes parties. Les fleches noires indiquent leur sens de progression.

Figure 5:
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4.4. Le choix des théories

Le coniportement des agents est déterminé par deux types de mécanismes. Localement,
quand plusieurs actions sont possibles, un agent choisit 'action associée & espérance de
gain la plus €levée, selon le principe de I'agent rationnel. L’autre mécanisme majeur, re-
latif & lacquisition d’information, concerne les temps d’arrét caractéristiques des différents
processus de recherche. A partir de quel moment Pagent décide-t-il qu'il dispose de suff-
isamment d’informations & propos d’une théorie pour interrompre le processus de recherche
et décider de Popportunité duine publication? C’est ce choix de stratégie qui va étre pri-
mordial pour déterminer I'espérance de gain G.X. Notre but sera donc de trouver les temps
d’arrét optimaux vis & vis de la valeur de G.X. Le point le plus proche dans Parbre de
décision, concerné par le choix d'un temps d’arrét est la recherche d’une nouvelle formule.
Remarquons en effet que nous avons deux types différents d’information. celle qui donne le
statut de la formule ( C'P ou CP ), celle qui est founie par expérience et qui concerne la
compatibilité¢ des formules aux tests. Nous avons désigné par Xy et X, les espérances de
gain initiales associées respectivement aux informations CP et CP, qui correspondent aux
galns espéres lorsque I'on commence & tester une nouvelle formule et quand on commence
a chercher & réfuter une théorie déja existante. Le processus est résumé par la figure 6.

La catégorisation des formules en fonction de leur appartenance & C'P ou C'P oblige les
agents a adopter des stratégics vis & vis du choix des théories en fonction des valeurs de X,
et Xo. Prenons par exemple le cas ott Xy < Xp. Un agent qui tire une formule dans CK est,
dans le meilleur des cas et donc entame un processus de recherche d’un contre exemple. Par
contre, un agent qui tire une formule dans CK, peut décider de abandonner pour tenter
d’avoir une formule de C'A" associée & un gain inital supérieur, au risque de sortir du jeun
avee la probabilité o. L’arbre de décision est illustré par la figure 7.

L’agent doit donc adopter des stratégies du type "je consacre n coups essayer de
trouver une formule dans CK. Je commence un processus de recherche an plus tard dans
n coups”. Il y a donc une phase d’exploration des formules avant, ’entamer le processus
de recherche meéme. Cette phase d’exploration est déterminée par le tetups d’arrét v, qui
optimise . Ce terups d’arrét ne dépend des parametres du modele qu'a travers X, et Xo

car X est un barycentre de ces deux quantités et peut s’éerire
4\',,“,,,’;; = (I.J\P() 5 d./\'n

Les coefficents de ce barycentre dépendent de la manicre dont se déroule I'exploration
et ont donc des formes mathématiques différentes suivant que I'agent recherche préfere les
formules de C'P ou les formules de C'P.

s 1’_() < Xy

Xipwzg = o(l+a(l-0)+. . +d"(1-0)") Xo+a"(1-0)""'X,
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nouveau processus de recherche

tirage d'une
formule

s | EP ou CP

 S—

tests

nouveau processus de recherche

s
N

Mecanismes de décision: nous pouvons voir trois boucles correspondant 4 la phase d'exzploration des
formules et aux phases de confrontation avec les résultats expérimentaux. La taille de ces boucles est
déterminée par les temps d'arrét adoptés pour les différentes phases.

Figure 6:
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Exploration de l'espace des théories:

Ici, les théories de CP sont les plus avantageuses. Un agent peut donc décider
de retirer une theorie s'il est dans le cas défavorable, ceci jusqu'a un temps
limite n. Chaque tirage peut donner lieu & un arrét définitif des recherches avec
une probabilité (1- ¢ ).

Figure 7:
1- g™l (1—!3')n!] n—1<—
Xyt = B iy Xo (Un. v, 7))+ a" (1 - 0)"" X4 (v, v, D)

Symétriquement si X, > X :

3 e _ 1__(173}{0_?1-1_;
)iyn_,,,‘ﬁ =a"o™ 1){0 4 (1 ae (T) e
1 —acr

Nous pouvons résumer la situation par le tableau suivant:

| d d ‘

i ~ - 1—am (=gl ) n—1 -

g Xp < Xo ﬁﬁ%ﬁ——a% (1”(_1—0’) | (-il)
| == - 3 Al ATl on+l |

! )\;() < ;\() atg™t! ' (J. e (T) .1—‘51]':(;;

Nous ponvons alors définir un paramdtre qui sera important pour la suite, la probabilitdé
¢ pour qu'un agent travaille sur une formule de CK sachant quil a entamé un processus de
recherche:

d

e

Il 'y a donc une phase d’exploration de I'espace des théories qui est déterminée par un
temps d’arrét que nous noterons v,,. Ce temps d’arrét indique Dintérét qu’accorde un agent
aux formules de CP et CP.

Deux autres temps d’arrét seront importants pour I’étude du comportement de la pop-
ulation. Celui qui guide les processus de recherche dans CK et celui qul guide les processus

de recherche dans C'P. que nous noterons respectivement v et 7.
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4.5. Calcul des espérances de gain

Formalisons un peu plus les choix proposés aux agents. Pour un agent caractérisé par
son histoire H, un processus de recherche commence par la découverte d’un nouvel élément
de H : (p,€). Avant de commencer, I'agent dispose d’une espérance de gain G.X concernant
son activité a venir qui dépend des principes qu’il a adoptés pour gnider ses recherches. X
est la fonction que 'agent va optimiser. Celle-ci dépend des temps d’arrét choisis et des
parametres de la communauté. Nous supposerons qu’il y a invariance dans le temps, c’est
a dire, qu’a tout moment, un agent qui sort d’un processus de recherche se retrouve avec,
en ce qui concerne ses gains futurs, 'espérance G.X. A Dl'instant t, 'espérance de gain Z*
associée & un abandon au temps ¢ du processus de recherche en cours se décompose en deux
termes, unc utilité U’ associée & 'exploitation des informations acquises sur (p,une espérance
de gains G.X qui évalue les gains concernant I’activité future de recherche. L’espérance de
gain correspondant & une sortie de jeu au temps ¢ pour un tirage ¢ sera donc de la forme
Zt =o' (U'+ G.X). Le terme o étant le taux d’actualisation traduisant Iéventualité de la
disparition de 'agent avant la fin de ses recherches. Nous voyons alors surgir la principale
difficulté du probléme posé, a savoir, la stratégie adoptée par un agents dépend du profil
des gains associés aux différentes actions, qui lui méme dépend de la stratégie adoptée par
Iintermédiaire de X. A chaque stratégie différente correspond un jeu différent. L’ensemble
des jeux possibles n’est done pas dénombrable.

Etude pour une recherche dans C'P. Un agent qui entame une recherche sur une
formule de C'P, si elle n'est pas dans F' élabore une série d’expériences destinées i tester
la théorie. A la premiére expérience qui contredit les prédictionsde la théorie, il sort du
processus de recherche, gagne R et se retrouve avec un avenir caractérisé par Pespérance
de gain G.X . Tant qu'il ne peut pas réfuter la théorie, espérance de gain associée & une
sortie de jeu est uniquernent G.X. L’utilité dune formule & Pinstant # est done donnée par
U' = R si l'agent a rencontré un contre exemple, et U* = 0 dans le cas contraire. En notant
Sy = ¥i_ ¢(n(4)) la variable aléatoire représentant le nombre de fois ot la théorie @ a réussi
les tests, nous pouvons écrire U' = 14,12, L'espérance de gain associée i I'interruption

du processus de recherche dans C'P est donce donnée par 78 = of, (1{5,<¢}-R + G.X) :

Etude pour une recherche dans CP. Au cours d’une recherche dans CP sur une
formule ¢, le but d’un agent est d’estimer le type ¢ afin de savoir s'il est avantageux
de la proposer. Un agent qui travaille sur ¢ a , & chaque instant. des croyances sur le
type ¢ qui sont fonction des résultats des expériences qu’ils ont réalisées. Celles-ci sont
représentées par une distribution de probabilité sur les types possibles T3, ..., Lo dos. Notis
noterons p,, (t) = (Eﬁ, R ﬁ;,ﬁgo) la distribution apres ¢ essais sur ¢. A chaque fois qu'un
agent teste une formule ¢ il révise ses croyances sur le type de ¢ en faisant une estimation

bayésienne. En notant comme précédemment S, , . , soit en abrégé S;. la v.a. de Bernouilli
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Sy = ¥¢_1 ¢(m(i)), nous avons alors au temps t:

By, (St) Ty

Vi e (1,..,500), 7 = :
(000 B = e T ST B (GO,

Avec: B, ,(S;) = CStpSt(1 — p)n—5

Nous faisons I'hypothese que les agents connaissent (El, ox Pgs ﬁw) . IIs ont une bonne
intuition des différentes catégories de théories qui existent et de leurs fréquences.

A partir de ces croyances sur les types, un agent fait une estimation de Iespérance de
gain associée a @ relativement & chaque action possible. A chaque pas de temps, un agent a
le choix entre publier, interrompre ses recherches sans publier, et poursuivre ses recherches.
Nous avons vu que I'espérance de gain correspondant & une sortie de jeu est de la forme
Z' =o' (U'+ G.X). Il nous faut donc déterminer U,

U! est le max entre deux termies:

e gain attendu si agent ne propose pas sa formule et garde un contre exemple (dans la
mesure ou celui-ci en posséde un). Ceci dépend de la probabilité pour que, pendant

son temps de vie, un autre agent se mette a chercher ¢ et la propose.

* gain espére si l'agent propose ¢, qui est égal au gain immédiat G diminué de ce qui
perdrait §'il était réfuté pondéré par la probabilité pour que cet ¢veénement se produise:
G— R.E'(étre falsifié de son vivant).

Utilité d'une formule. Associons & chaque type T; une utilité u; correspondant an
gain espéré si la formule tirée est du type i. Nous avons alors une utilité globale pour une
formule apres ¢ essais, qui donne le gain espéré si 'agent interrompt le processus de recherche
en cours: Ul = uoply, + 37, u;pt. Nous avons alors Z%, = ot (Uoofily, £ 32 s ugpit + G.X).
Il nous faut donc déterminer les utilités u; en fonction de ps(t). Celles-ci seront fonc-
tion des risques courus vis & vis d’une éventuelle vérification. Ces risques étant évaluds
a partir d’anticipations sur les comportements des autres agents 1nous avons besoin pour
les déterminer de définir des variables globales intégrant les comportement des agents dans
leur enseruble. Définissons alors le jeu de variables (?A ')L .ol f, est la probabilité

'E(1...,5,00)

pour quun agent qui a travaillé sur une théorie de type & de CP. décide, en fin de pro-
cessus de recherche. de ne pas la proposer et de garder un contre exernple. Ces variables
représentent la valeur qu’attribue la communauté & une théoric de type k. De la meme
manicre, définissons le jeu de variables ( f;) i » probabilités pour quun agent qui cherche un
contre exemple a une formule de type b dans C'P en trouve effectivement un. Les fr et
les f) sont des variables globales caractérisant les processus de recherche dans CP. et CP.
Ce sont des variables caractéristiques de I'état de la communauté qui integrent des com-
portements collectifs. Nous considérerons que les f;, et les f, sont connus de tous. Dans un

modele plus réaliste, ils pourraient étre déterminés par 'agent au cours d’un apprentissage.
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Remarquons que nous avons une dualité entre les (6;) et les ( 4 A.) les premiers relatant la
valeur objective des théories, les derniers leur valeur subjective. Pour une interprétation un
peu plus parlante,nous pouvons remarquer que (1 - ?L) est la probabilité de publication
pour une formule de type k lorsque celle-ci est examinée. Nous pouvons maintenant évaluer
les risques puis les utilités.
Dans le cas d’une publication:. Nous noterons (v) le temps moyen de recherche
global, intégrant les différents types de processus.
WV)=0-0@ +2.) + (tn) (4.2)
La probabillité pour qu'un agent posséde un contre exemple & une formule de type k

s'établit par:

* nombre moyen de formules examinées par un agent pendant son temps de vie: %}

e Probabilité pour qu’il tiré ¢ dans C'P:

(1-— F) (V)
(1—-0a)[2]
¢ Probabilité pour qu’il ait tiré ¢ dans CP et qu'il ait gardé un contre exemple:
-5
{Illl'l(l WLI f )

LL

i)
(- %)+ -7 %

(formule de Bayes appliquée anx événements ”garde un contre exemple” et "ne tombe
pas sur ¢ 7 )

e DProbabilit¢ pour qu'un agent posséde un contre exemple:
r.(1— )
min (1,
( a 0) (v> f
{ry o
ol _F\&
1_ !@} * (.1 jk) iq)

r(1—¢) (T} =
] - mm(l —L.fk . s i
Donc wx = G — R. ey 77 S1 lagent décide de proposer la formule. Par la
) —~ \ WY
(1‘ I'!'i) (1=1¢) 3

sulte, nous considérerons que

== 2k (contrainte 1)

ce qui revient a considérer qu'un agent explore qu’une petite partic des théories possible au
cours de sa vie. Nous obtenons alors u;, = G — R. min (1 %l (IT;) f k)

Un agent doit en outre prendre en compte la possibilité de se faire controler par un agent
effectuant des recherches dans CP . La probabilité pour qu'un agent vérifie & 'avenir une

formule ¢ de type k proposée et trouve un contre exemple s’établit par:
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v dans CP :

¢ Probabilité pour qu’un agent donné tire
1)
min |1, . ()
o. | P

e P’robabilité pour qu'un agent donné tire ¢ et trouve un contre exemple:

/. Q}
min ( ’ fh)

i a

e Probabilité pour qu'un agent a 'avenir tire ¢ et trouve un contre exernple:

min (1, i:%) )

L’utilité d’une formule de type & associée i une pub]_ication est done:
up = G — R. (nnn( r(gl (f).—z fk) + min (1 Fa’" f;\))
Dans le cas ol 'agent décide de ne pas publlel.
pour que du vivant de 'agent. un antre agent décide de publier la méme formule.

I faut évaluer la probabilité

o Probabilité pour que ¢ fasse 'objet d’un tirage dans CP & l'avenir :

o —f)%ﬁ
111111(1.,(.1—_;7—)@!)

e Probabilité pour quun agent quelconque propose ¢ du vivant de agent:

oo o B — 8 40 7
min (l, (l_a)—.j.(lﬁjk})

L’utilité associée & un contre exemple & une formule de type k est alors

iy =R (min (1. %%?%%(1 - f,‘)))
Donc nous avons

a2 i A . = (L=8 T =
up =G — I (min (], %% k) + min (1, %;)l \(u; jL)>
si 'agent propose la formule et

up = R.min (1_ (—_F %} bl fh))

s’ll décide de garder un contre exemple.
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Pour rendre les formules plus lisibles, nous utiliserons les abréviations:

=¥ "7 lwin L—(l;j)) @— min d@ : 4.
i i N R G i

c’est une estimation du risque associé & la publication d’une formule apros # tests.

r-(1-0 (T) . =
gf (t ZNA min i Al = fi)
C(l=0) (v
c’est une estimation des gains attendus si Pagent décide de garder un contre exemple.
Nous avons alors:

Z; =g (max [G’ — Rorilt) , 1is,ety. Bogf (t)] | r_x.G.X)

Espérances de gain initiales. Une fois que I'on dispose de Pexpression des gains
associés a chaque action, nous pouvons exprimer les espérances de gain initiales relatives a
chaque processus comme la moyenne des espérances de gain sur I'ensemble des évenements
possibles. Nous avons alors X, = E (Z “(“‘)) et Xo=F (fv(w)>

4.6. Calcul des variables globales
Les jeux de variables (f;) et (7#) sont calculables & partir des temps d’arrét v et 7.

® fi est la probabilités pour qu'un agent qui cherche un contre exemple & une formule
de type k dans CK en trouve effectivement, un. Cette probabilité s’exprime comme la
somme des probabilités d’obtenir un résultat négatif & un test avant le temps d’arrét

v {w) . w parcourant Uespace des évenements. Nous avons donc h=F (1 {Suuy<r@)}

e [, estla probabilité pour quun agent qui étudie une théorie de C'P juge plus favorable
de sarréter en gardant un contre exemple. Les espérances de galn relatives & une sortie
du processus de recherche étaient du type Z! = o'.G (Inax lg1 (1), g2 ()] + Xt,,“y'lﬁ)
o g correspond & une publication et g, au cas o I'agent garde un contre exemple.

Les f, sont alors définies par f, = Eoer, (Lg@@)<gm@ey; (@)

Nous voyons alors que le signe de gy (7 (w)) — ¢ (7 (w)) détermine les T

Nous consideérerons a partir de maintenant que :

r(1-0) (1)

7= 7 . <> o] (contrainte 2)
v

ce qui sera vérifié par les systémes pour lesquels, étant donné une théorie qui n’a pas
encore fait P'objet d’une publication, il v a une probabilité non nulle pour que celle-ci

n’ait jamais €t¢ examinée par un agent en activité (cf. figure 5). Cette condition peu
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contraignante va nous permettre de calculer explicitement les f,. En effet, nous obtenons
ainsi:

@) —ga(vw) = G-RY @' (min|l,—L.fi | +5.Fy
. ,

_l{SHCL}R' p in Zﬁiﬁ?k
k

Quand S,y < v (w), le choix de Pagent dépend donc du signe de

i vl (T
e=G-Rp—R. Zﬁ?.mm 1, —i——> !
: o (v)
. Ceci dépend des f, et des f.. Nous pouvons cependant délimiter des zones dans I'espace
des parametres. En effet, nous pouvons faire I'encadrement G —2.R < ¢ < G — R.p. Ceci
délimite trois zones:

1. G 2 2R, g1 (v(w)) — g2(r(w)) = 0 quelque soit Pévéncment considéré. Les
agents décident alors de publier quelque soit les résultats des tests. Les f;, sont
alors tous nuls. Les agents proposent n’importe quel type de théorie. Cette zone
de l'espace des parametres correspond donc 4 un comportement non scientifique
de la part des agents.

2. G < RJp, un agent ne propose jamais une théorie qui a échouée & Pun des
tests. Cette zone de I'espace des parametres correspond & une communauté o
les agents sont honnétes.

3. Rp < G < 2.R, suivant leur histoire les agents peuvent proposer une théorie qui

s'est révélée fausse s’ils jugent qu’elle n’est pas trop fausse.

Nous pouvons résumer cette partition de Pespace des paramdtres par la figure 8.

Nous allons maintenant nous intéresser an cas 2) exposé précédemment correspondant
a une communanté d’agents honnetes. Ce caractére honnéte peut d’aillenrs étre lmposé par
la communauté, qui discrédite un agent qui propose une formule fausse en connaissance do

cause, ce qui mettrait en jeu la réputation d’un individu.
{ J

5. Comportements scientifiques

Nous allons maintenant étudier le cas 2) ot G < R.p. Nous imposerons cette contrainte
dans toute la suite du mémoire.

&< HB (contrainte 3)

Sous cette hypothese, nous allons voir que nous pouvons analyser beaucoup plus en

détaill certains aspects de ces systémes. A cette fin, nous allons pousser plus en avant
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comportements fion

agents honnétes scientifiques

-3

W/
o

Rp 2R

Comportement des agents en fonction du rapport R/G. Si G est
raisonnable, les agents ne proposent jamais les théories pour lesquelles
ils ont obienu un contre exemple. Si G est trop grand les agents
proposent n'importe quelle théorie Pour des valeurs intermeédiaires, le
comporterment dépend de I'histoire de l'agent.

Figure 8:

la formalisation en définissant précisément espace des évenements. Puis nous verrons aue
1

nous pouvons caractériser les temps d’arrét optimaux et du méme conp les variables globales

(fr) et (}k) -
5.1. L’espace des événements

L’espace des évenement est discret et est somme directe de deux sous espaces © et
I munit des tribus discrétes et des probabilités uniformes. Nous avons d’autre part une
fonction

S : Nx(@®gI)— N,
Lo, = S, Q) =Y ¢ (C3E)

i<t

qui donne le nombre de fois ot une théorie donnée ¢ a passé les tests avee succes avant
le temps f. La statistique S (¢, ¢, ) étant exhaustive pour ce modile. elle contient toute
I'information supplémentaire obtenie au temps t. En notant /i : &, — {1....¢} la fonction
qui & chaque théorie associe son type, détinissons la relation d’équivalence = sur ® % I1 par
(£, Q) = (¢, ¢) & (h(¢) = h (@) A(Yi, ¢ (¢ (5) = ¢ (¢ (7)) et posons QR TT = (@ R IT) .
Nous pouvons alors définir:

¥ (t.s) €25 <, 57(s) = {(8,0) | & (&)=

Au cours d’un processus de recherche, les agents catégorisent les théories en fonction des
résultats des expériences, ¢’est & dire en fonction des valeurs de S,. Pour une recherche dans
V' (resp. CP ) la famille de tribus attachée i notre probleme est alors la famille indexée
par t:

Bt =g (Umg (v 5:1(s)

§< m}) (0 (A) désigne la tribu engendrées par A )
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(resp. B' = ¢ (I_ngt {W NS:-Ys) | s < m})

Pour se convaincre que ce sont bien les tribus associées au probleme POSE, nous pouvons
donmner une représentation graphique pour par exemple, le cas d’une recherche dans C 1.
Graphiquement, au temps ¢.pour chaque type représenté par une formule cannonique @y,
un agent sélectionne dans C'P 211 'ensernble des couples (i, €) tels que Yt ((9) =
S;. La mesure de cet ensemble représente la probabilité ik-Bio, (S¢) qu'une formule de CP
soit de type £ et fournisse la somme S; aprds ¢ essais. La probabilité que I'agent attribue A
un type est alors pf = E}g(%ﬁ ce qui nous redonne 'expression des pf. obtenue a 1aide de

la formule de Bayes.
5.2. Les temps d’arrét optimaux

Temps d’arrét optimal pour une recherche dans CP. L’espace des évinemments
consideré est ici C'F & I. Pour un processus de recherche dans CP sur une théorie ¢ nous

avons au temps ¢ espérance de gain
Z; =of. (max [G = Barilt)s Lisepfhnd (!)} - GX)

Remarquons que Z:'Q dépend de X et donc des temps d’arrét v,, 7 et . Nous le noterons
Z}, 5 ou Z' quand il y aura ambignité. Nous allons essayer de trouver la forme que doivent
avoir le temps d’arrét ¥ pour que le triplet (v, v, 7) puisse étre optimal, indépendamment
de la forme de v, et v. Nous supposcrons done que les temps d’arrét v ot v, sont fixés
de manitre quelconque. Nous allons nous intéresser 4 la borne supérieure de X (Bt 12
quand 7 varie. L’espace des temps d’arrét étant non dénombrable. nous allons rechercher
une classe dénombrable de temps d’arrét dominants sur laquelle il sera plus aisé de faire
une optimisation. Pour comprendre la structure des temps d’arréts nous allons nous aider

du lemme:

LEMMA 1. Nous rappelons que la variable aléatoire S (t) donne le nombre de tests corrob-
orant au temps t. Soit ¥ un temps d’arrét, s'il existe w € CP % II tel que U(w) =t et
St (w) =t alors pour tout &’ tel que Sy (W) = ¢, ¥ () = t. Autrement dit, il n’v a qu'nne

seule facon de s’arréter sur une suite de 1.

Proof. . La statistique (m, S,,) étant exhaustive pour le modile considéré, le temps
d’arrét ¥ ne dépend de w qua travers la suite ((m, S, (w))),,.o - Soit donc o/ € CP &I tel
que S; (w') = t.Comme ¥ (w) = ¢, et que S; (w) = ¢, ((m, S, () N ner = (M, S (@), oy « W0
et w’ sont donc dans la méme classe d’équivalence & Uinstant ¢. Ils sont donc indistinguables
par B et d’apres les propriétés des temps d’arrét, nous avons done o' € (7=t} B

Considérons alors le temps d’arrét défini par:

Voo (w) = inf {t18@) <t}
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Ceci est bien un temps d’arrét puisque ¥n, {vee =n} = CP N S;'(n — 1) N 87} (n —
1) € B". Ce temps d’arrét est infini sur la portion d’espace CP N Ty & I et est fini
presque surement sur son complémentaire. Par la suite nous noterons B, le sous ensemble
de l'espace des évenements CP N S; Wi — 1 st (t — 1). Cette famille d’ensembles est
associée naturellement & la partition (@ NTe ® II) R0 B, de CP % 11, catégorisation de
I'espace des évenements en fonction de la date d’apparition du premier résultat nul. Nous

pouvons alors définir la famille de temps d’arrét finis (1)), = A telle que
Uy = Voo A A

ou A est le temps d’arrét constant. Cette famille est clairement une famille de terps
’arréts. Nous allons montrer qu’elle forme une famille de temps d’arrét dominants pour
un processus de recherche dans CP: pour tout temps d’arrét , il existe A € N tel que
X (0, 0) £ X, v, 03) .

PROPOSITION 2. Le temps d’arrét optimal pour une recherche dans CP appartient a
l'ensemble A

Proof. . Cette démonstration étant assez longue, elle figure en annexe afin de clarifier
le mémoire. B
Cette proposition a une conséquence trés importante:

L’espérance de gain optimale si elle existe, est de la forme B i) .

Temps d’arrét optimal pour une recherche dans C'”. Lors d'une recherche dans
C'P, les agents recherchent des contre-exemples ou des expériences incompatibles avec la
théorie. Si la théorie tirée s'avere étre dans F. il n’y a pas de recherche possible et la
recherche s’arréte immédiatement. Si par contre, clle appartient & V.étant donné que
Pespérance de gain n’augmente plus & partir du moment on 'on posside un contre ex-
emple, les stratégies les meilleures sont du type ”je m’arréte des que j’ai tronvé un contre
exeruple. Je sors au plus tard an bout de A pas de temps”. La stratégie optimale sur V est

done encore dans A.

PROPOSITION 3. L'espérance de gain optimale est de la forme Koy s, v
WAV
Proof. . Nous obtenons cette proposition en regroupant les résultats précédants B

Nous pouvons remarquer que les stratégies d’exploration de Pespace des formmules sont
similaires aux stratégies de A, ce qui justifie la notation.
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5.3. [Expression des variables globales

Maintenant que nous connaissons 'allure des stratégies optimales, nous pouvons établir
I'expression des variable fi et f, qui leur sont associées. Nous considérerons donc main-

tenant des systemes déterminé par des stratégies du type (v, vy, 1) .
o (S yp T 1 A

Calcul des f;. fj est la probabilités pour qu'un agent qui cherche un contre exemple
a une formule de type & dans CP en trouve effectivement un. Comme le temps d’arrét
est dans A, cette probabilité s’exprime en fonction de A comme la somme des probabilités
d’obtenir un résultat nul au temps ¢, pour t < X :

A
fk = ZO.’{'. (1 == 9;;)02—1

=1

%
que nous pouvons approcher par f =1 — (1 = 2%)

g =P 4 . 4 - n ’ »
Calcul des f,. Les f; sont définies par f, = E(pen_(l{gl(u(u)))<g-z('/(w))} (w)). Le temps
d’arrét étant de la forme v € A, les cas on un agent décide de publier se réduit aux cas o1

une théorie a réussi tout les tests jusqu’au temps M. Llexpression des f. en découle:
; . P P Jk

X
e t t—1
To=3 o (1-6,)6.
=1
5.4. Expression des espérances de gain initiales

Maintenant que nous connaissons Pallure des stratégies optimales, nous pouvons calculer
les espérances de gain initiales relatives a chague processus de recherchie en fonction de temps
d’arrét fixés (v,. vy, vy). Nous ferons plus tard varier (Vn, v, v5) pour trouver les stratégies
optimales.

Pour une recherche dans C'P, nous avons :
Xo=E (2) = BE(1y.2") + E (15.2")

Ag = B (}_j;\_l ol (1-6;) ‘02_"1 (R |- u.G’.XyMU'\,%‘) O -H;}G-‘Xvn,u;\,ux)
+(1 —8) G Xy, vy
C’est la somme sur tous les événements possibles, des gains obtenu grace 4 la découverte
d'un contre exemple avant le temps A lorsque Uon se donne le temps d’arrét vy,
De meéme, pour une recherche dans C'P, Vespérance associée au triplet (Un, U, 1) est
donnée par Xo = FE (Z”K(“’)):

Xy = Teot™ (G — R.ri ()\) + a.G.X,,H‘L,‘\’,,T)
Shiat (16 05 (Rgf (1) + a.G.Xy, )
+a* (63. (G — Rori () + Gt i)

q —_—
t X
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C’est la somme sur @ © IT des espérances de gains associées au temps d’arrét v+ v Pour
clarifier notons:

°* = Etx,l o (1 —6x).0;7", nous avons alors 7, = a. (1 — 6 Aotafel *

1—.0,

o ) = a
Nous avons alors:

Ko = G.X, s (,um a1 4 ((1 Y orgidl (;’k‘+“—5k)))
+G. (,”oo a® + 3 =1 k. éx)

A %1 B
=B = s Ok == & f (f)
Ez;lﬂk- ( 4 la—z ( ; )4 ‘*g )
+R.

Nous pouvons alors remarquer que de par la forme des gains Z, G se met naturellement
en facteur dans les expressions des gains. Quitte a remplacer X par G.X, et Xj par G. X,

G est en factenr partout et nous pouvons exprimer le probléme en remplacant le couple
(G, R) par la rapport £

Notons X (n, /\,)\) pour X,,m,,h,,:. Les espérances de gain associées aux temps d’arrét
(¢, v, ) s'obtiennent en résolvant le systéme:

(1) : Xo=a.X (n, A\ ) 47

Xo=uX Eny /\,X% + v
X ('n., A X) =d(n) X, +d(n). X,

avec:

8,2) =6.To e (T, 0. (1-6,) 657 + 1o +o. (1 - )
) IHZAHALrl” (1”9)%_1

N T e (1 6) -

F(%,?‘.U,Q,n,,\) = g™+ T, g B (

i—1 .

so o [ Thaatdk(1-4) of ()

ot | SR Bk Ti T (%)

—Jie-a i (X)

cn
8
o

Nous en déduisons le systéme linéaire qui nous permet d’obtenir les valeurs de X et X,

(1 ""l_k( )) }S.U - U(]( ) X()-—— b
=g ) X+ (1l-ud(n) Xy=v



w
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En posant A = (1 - E.E(n)) (1l =ud(n)) —ud(n).ad(n),

A=1—(ad(n)+ud(n)) >0

nous avons:
__ T.{l-ud(n))+v.ud(n) - Bod(n)+v.(1—Tmd{n))
)(0 = A et A’O = A

ou il nous faut prendre
les valeurs de d (n) et d (n) compatibles avec les valeurs de X et Xj. Nous obtenons ensuite
Xy vaws on faisant X, 0 = d(n) Xo +d(n).Xo.

5.5. Stratégie optimale pour un équilibre statique

Nous avons montré que dans le cas ot G < R.p, les triplets (v, v, ) forment une classe
de stratégies dominantes pour des équilibres statiques. Les agents cherchant & optimiser
leur espérance totale de gain X ils adoptent une stratégie du type (v,. vy, v5) . S'il existe un
équilibre pour ce systeme, & I'équilibre, les fi et f, sont constants et tous les agents adoptent
la stratégie optimale associée 4 ces jeux de constantes. Comme les stratégies optimales sont
du type (Vn,va, v5), les fr et f, dépendent de X et de X et ont les expressions calculées
précédemment. Des lors, X' se calcule en fonction de A et de A grace aux expressions ci-
dessus.  L’équilibre statique est donc déterminé, §'il existe, comme étant le maxmum de
Xy quand n, A et A varient sur N . Il est cependant possible que la dynamique du
systémie résultant de comportements individuels optimaux ne soit, pas un équilibre statique
mais qulil y ait des fluctuations autour d’une position d’équilibre. Supposons en effet
que les agents initialement adoptent tous, la stratégie correspondant & un équilibre statique
optimal. Les fi et f, sont alors fixés par rapport & cette stratégie. Des agents entamant un
nouveau processus de recherche pourraient alors profiter de ces valeurs localement constantes
pour angmenter ou diminver leurs temps de recherche ce qui entrainerait, & terme, une
réévaluation des fi ot f,. Sous réserve que ces fluctuations soient petites, nous pouvons

trouver une bonne approximation du comportement de la société en considérant que ’on a

o

affaire a des équilibres statiques. Nous trouvons alors les stratégies optimales associées &
des distributions données de (u4) et (1) en trouvant le maximum Xupwawe e, A et A Le
tanx d’actualisation ¢ que nous avons introduit nons permet. d’effectuer cette recherche sur

une partie bornée de N ? et nous assure de 'existence d’un optimun:.





